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HL TraBatus de Cur varum Con JfruBione O 4 Men- 
fur a ; #&i plurim<e feries Curvarum Infinite Vel 
reBis menfurantur y>el ad ftmpliciores Curias redu* 
cuntur. Autore Colin Maciaurin, in Collegia 
noyo Abredonenfr Mathefeos Trofejfore. 

Ximiae Mathefeos Theorize, oh infinitam Propofiti* 
num Univerfaiitatem, setemam ac necefiariatn 
Vetitatem., Evidentiam omni dubitatione majo 
rem, fdearum ciaritatem luculentiflimam, DemonClratio- 
num elegantiam, Theorematum nexus & mutuas depea- 
dentias, pulcherrimis certe ac fummis humani intelle&us 
repertis funt annumerandae.; inter eas vero eminent fumr 
roorum hujus feculi Philofophorum de Curvarum Loa- 
gitudmibus & areis menfurandis ardua Theoremata, 
Ad hos diffufos cognitionis campos diu alte latentes tanr 
dem eruendos infinite fcientix porciuncuiam mutuari, vix 
fibi temperare poflet quin pronuntiaret, qui Arithmetics 
Jnfinkorum vires in immenfo elegantiflimarum Verita* 
rum abyiTo eruendo, & humani intelle&us Hbrizontem 
infinite fere extendendo, pautis practericis annorum de- 
cadibus, ample fatis comprobatas, animo perpenderk ; 
Hujus vero methodi ( ficut nunc auda & exculta eft) 
ope, incidi.in .rationem menfurandi infinitas Curvarum 
feries, quam pauciilimis expiicabo. 

Cum in omni linea curva fit aliqua curvatorx regula* 
ritas licet forte implicata, (ecundum quam figura deter- 
minatut; ideo Geometry varias Curvarum charadferes ex 
i£quatione Ordinatarum reladonem ad abfeiflas axis alt- 
cujus exprimente definirunr. Cum vero idem fieri poffit 
ex s confideraiiooe Curvarum refpeiiu unius daci cetirri. 
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amo fimpliciiTima Nature uniformitas in ejus indagine id 
fieri fkpe po(luIer 3 idco hanc Curvas confiderandi Me- 
thoduni irnpnxfentiarum ufurpabimus, & imprimis oflcn- 
demus qua faciliima ratione ( fecundum banc Medio- 
dum Curvas determinandi ) ex fimpiicibus coriiptexiores 
conftrui poflint. 

§ I. Sine L & / punda quamprcxima in Curva B / 1 ; 
fit / o arcus ccntro S defcriptus perpend icuiaris in \ L ; 
& erit L / ut momentum Cur vac & L o momentum Radii 
SL: Ac fi'detur ratio L / ad Lo, vel ad / o in diftan* 
tia S L, dabitur arquatio Curvse ad centrum S. Sint L P, 
I p Tangentes Curvse in pundis L & /, in quas ex * de- 
mittantur normales S P» S p iis occurrente» in pundhs P 
& p ; fimiliter in omnes Curvx Tangentes denrttatFur 
perpendiculares ex dato pundo S & conflruetur < ur« 
va tranfiens per omnes Tangentium & perpendiculorum 
Interfediones. Hujus triangulum elemenrare P n p ft- 
mile erit niangulo Lol, qua* proinde dabitur ex data 
Curva B 2 L. Quippe ob arquales Svp, P n L, & rcdos 
S^^SPL a^quiangula erunt triangula Sp n, P n L, & 

proinde P n : pn :: L n : 
S n :: Lo : I o, adeoq; 
ob angulos P np^ S n L, 
L^/aequales, erunt tri- 
angula i y np, $% L 9 Lol 
fimilia. Cum igitur ea- 
dem fit ratio L / ad lo 
quae P/? ad pn, & SL ad 
SP, manifelium eft. da- 
tS ratione L/ ad lo, Sr reda S L, dari rationem P/> ad 
/> # & redam S P, adeoquc Curvam D p, Eadem ratio- 
ne ex D P conftrui potcft Terria, & ex ea dcin Quarta, 
& progrediendo prodibit ieries Curvarum infinira, quas 
omnes ex una dato innotefcunt. Q$od d erigantur L N 

& 
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& In perpendictilares in radios SL 5 SI, fibi mutuo ec- 
currentcs in n\ & per omnia firnilitcr definka perpendi- 
cularium concurfuum panda defcribatur Curva E N: ca 
ipfa erk v^'urva ex qua dcduci poteft; B L, eadem ratio- 
ne qua conitruximus D P ex B L. Ex E N firnilket 
conftrui poteft alia Curva, atque ex hac quoque parte 
Series infinita Curvarum conftrui potcrit. 

$ II. Curvarum vcro hac ratione confideratarum fim- 
pliciflimae funt quarum L / eft ad L o in ratione pore- 
ftatis alkujus Radii, ita ut, ft a fit data quantitas, r de- 
notet Radium Curvx, n numerum quemcunque, fit L I 
ad / o m a n ad r n xquatio earum gcneralis. Omnesve- 
ro hie Apfidem habent cum r=a^ quoniam in eo cafu 
L lz=z I o. Ut inveftigem cequationem Curv^e D P, cum in 

BLeft ut L/ad /^ ita a n ad r n , ica r ad SP= — , ita 

% ft fi 

rhr x SP^T ad SP, ita «»TT ad SP»+», ica P/> ad 

p#, Proinde ft i ceprefentet momentum Curvse, > ar- 
cum circularem radio defcriptum a centro S, & r radium 
correipondentem, quaxunque fit Curva cujus ^Equatio 
invefiigatur, erit yEquatio Curvae BL, i :} :: a n : r*; 

iflquatio vero Curvx DP, i : 7 : : ^»+7 : r~. Angulus 



P n .j ' 



e 



autem P S p erit ad Angulum L S / ut £p ad 5 £, fiv 
ut jp ad |£ vel ( ft S Pdicatur * & S L, r ) ut J- ad ^ 

hoc eft, ( ob x==^r ) ut ^ r a ^ £->five ut ji-|-iad r. 

Hinc ( vid. Fig. If. ) B S P eft ad B S L ut A-fi ad^ 1 ; 
wide facilms abfque Tangendum ope duci poteft: Cur* 
va B ?. Si fumatur angulus BS P ad BS L in ratione 
#-j-i ad 1, & in S P dernktatur perpendicularis ex L, 
e»k occurfus perpendiculi cum S P, in Curva B F prius 

Tangentiunvope defcripta. 

55 III GiUa* 
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4 III. Oftendimus quo pa&o ex und feries Curvarum 
infinita deducitur ; quo verd pa&o fingularum iongicu- 
dines ex iilius & unius alterius longitudinibus daris in- 
noteicant pergo demonftrarc. Cum angulus S P /> =:S L /, 




mtque L S/ fi t ad P Sp ut i ad #-fi, erit L / ad P; ut 
S L ad n \l S P, five ( eb SL : S P::L/:ZO ttt U 
ad ^4- J / ** ac proinde P P=*H~ 1 / o : fed / *=■/ # — n 
= / n— L N-4-N * ; ergo P f=z#-\- 1 x / fl— -L N-f-N n. 
Sed / #— L N eft momentum te&x L N normalis in S L, 
P /> momentum Curvse B P, & N n momentum Cuivae 
B N : Cumque B P, B N, B L fimul evanefcant in B $ e- 

runt in ratione momentorum, adeoque BP=»+:i:x 

B N-f- vel— L N. Unde Curva B P eft ad fummam vel 
differentiam Cutvx penultimae in Serie ejufque Tangen* 
tis ab intermedia interceptor, ut n-\-i ad i ; five, fimfit 

Index aequationis Curvx B P ( quoniam m—~-) m i 

ad r — m. 

Hinc i mo in ferie Curvarum infinite fupra defcripd, ft 
demur Longitudines duarum proximarum, dabumtur 
longptudines omnium ; quippe menfora cujufvis pendet a 
menfura penuitimse femper in ferie, & proinde unum 

par 
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par omnibus menfurandis fufficiet : Si una Curva fit* 
dis commenfurabilis vel incommenfurabilis, erit integt* 
feriei pars dimidia re$is commenfurabilis vel incommen- 
furabilis. Hinc x*. Licet Curvas B P & £ N effent re&is 
incommenfurabiles, differentia tamen Curvse BP ab 
#-f-i Cutvx B N efTet aequalis allignabili recShfe. 3 i<, « Si 
Gurva tranfit per S, re#a L N svanefcente in S, erit 

B 9 S=f-^. 

I — m 

§ IV. Curvarum de quibus egimus, quarum nimi- 

rum } : y :: a n : r% maxime infignis eft Cjrculus, exi- 

ftente S in circumferentia, cujus arquatio eft s : y : : a : r, 
m ex fimilitudine triangulorum Lot, B L S ( Fig. III. ) 
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manifeftum eft, adeoque n^zzi ; & proinde m: 

& sequatio Curvae B P erit s : y i: 4r*: r r , qu# ipfa eft 
sequatio Bftcycloidis revolutione Circuit fuper bafrni fibi 
aequalem revolventis defcripti, ad pundum ubi pundJum 
defcribens tangit bafim, qu# D no Pafchl dicitur la Li- 

L 11111 --- 
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mfiton de M Roherval, quamque M. De h Hire confident 
ut Comhotdem Bails Circularis, in Adis Academic iV 
rifienfis Antii 1708* Perpendiculars cmnes L N, In 
concurrunt in pun&o B, adeoque B N=ct unde B P— 

— t — — iB L : Hinc Curva tota B P $=% B S, ac Ion? 



I W2 



gitudo Ephydoidis Temper dupla eft chords arcus in cir- 
culo correfpondentis* 2*. Ex Epicycloide defcribatur 
Curva BnS, eadem ratione qua Epicycloidcm ex Cir- 

cijlo defcripfimus : Jn hoc cafu »=r f . & .wt 



= ,. ac proinde^ati oCurv^JlSe,, J : J „£r. 

Longitudo Curva; eric ' - =~BL-|-LP— { BL-fLG, 

&. proinde Bn eft fefquiplus fummx Arcus circularis ejiuf- 
que Sinus redto\ Quod fi fumatur C D=:B D, & radio 
S D centro S defcribatur Circulus occurrens recSte S P ia 
Hj & fit HK perpendicuhris in B S; quoniam-D H— 
l-BL, erit B H=D H+H K. Hinc arcus BO neque 
funt redis neque arcubus circularibus commenfurabi- 
les, differentia tamen arcuum 817 & DH eft rei5ta 
H K. . In punfio S evanefcit L G. adeoque B il S=4B L S^ 
unde tota Curva eft fefcupla fcmicircuii. Nulla vero 
pars hujus Cmvx aflignabiits commenfurari poreft tori, 
nee integra Curva in data quavis ratione fecabilis eft, 
ita ut portiones racioncm afiignabiicm habeant ad feniu- 
nio sut ad totam. Si haec curva in data aiiqin ratione 
Geornetnce fecari poller, conftarei Quadrature Circuii, 
nam ft cgr. eftet B n ad B n S in 1 acTa*, & B L ad B L S 

unde diet b 1.=-^- & 3 L S=;~ LG, f* Ex BITS.. 
conftruatur explicaca niedicdo Cum B R, & quoiwam 
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i8~} er it «fc=z-v - ='4* atque arquatio Curvae BR erit 

u je, ... 

i : jf : : 4+ : r . Hinc longitudo Curvae fiet JiBL-J-PlT, 

totalis verd Longitudo Curvas BRS=£ diametri SB. 

Si harum Curvarum Conflru&iones continuentur, prodi- 

bit hujufmodi ferics iiiquadonum ,qu:c facile product- 
tur ad libitum. 
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Gbfervare licet in genere, omnes quarumlndicum dene* 
minatores funt Numeri pares, perfedise rediheationis effe 
capaces • cumque quxvis fit ad penuitimam ut 1 ad 1 — m $ 
perpetidenti manifeftum erit Curvse cujufvis longitudi- 

r 1 1 — im 1 — aw 1 — 6m , ^^ 

nem fore ^— X T= ^x 7= ^x Iz ^, ^. x SB 

continuando feriem donee ad nihilum reducatur Fra&io. 
Quod fi Indicis denominator (it Numcrus impar, Curvx 
erunt perfecftx rediticationis incapaces, & earum arcus 
quicunque erunt fibi mutuo, ipfis totis ? re&is quibufvis 
& arcubus Circularibus incommenfurabiles : exprimi verd 
pofTunt omnes arcubus circularibus & re&is : At Cur- 
vx cujufvis totalis Longitudo erit ad Semkircuium ut 

JL- x IzzHt. x *~* w> &c. ad unitatem. Denkiue fi Areo- 

la a Corpore in harum quavis revolvente fumatur con- 

ftans, hoc eft fi ry—i 9 fubtenfa anguli contains, cul 
femper ( ob datum data are& tempus ) proportionalis eft 
Vis Centrist a tendens ad S> erit reciproce ut poteftas di- 
ftantiae: cujus Indsx eft % m-\-$ ; atque hoc eft non con- 

I, llll I % temnendura 
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nemnendum harum Curvarum privilegium, quod in iis 
omnibus Vis centripeta tendens ad S fit ut aliqua rect- 
proca diftantiae dignitas, quae fimpliciffima eft, & utilif- 
lima in Nature; indagine, Virium Centripetarum lex. 

$) Vi Curvarum quarum $ : y : i^a vr proxime con- 
fideranda venit ( quae Curva quidem improprie dicitur) 
ipfe Linea rec5ta> exiftente S extra redJam. In hac II* 
nea, ob fimilia triangula P p n, PBS erit ( (\ B S:= a & 

zzr) s : j ::t i .a* Ex linea re&a methodo diiQ&& 
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nihil nifi pundlum B conftrui poteft, Methodo vero IjV 
versi, perpendicularium nimirum P L, />/concurfu, con- 
flrui poteft Curva, cujus Index ( ft m fit Index Curvse 

B P ; aequalis erit ~^ ; nam fi Index CurvxB L fit », 



erit m—z^r lf ac proinde 0—73^;. Unde in hoc cafu, 
cum «?=— i erit n~~ , & sequario Curvae B L eric 



s : y : : r x : a* 9 quae aequatio eft Parabola ad Focum. Ex 
hac conftrue aliam, conftituendo angulum L S N=L S B 
Si erigendo LN normalem inSL occurrentem ipfi SN 



inN. Quoniam vero m=r~r erit n~~- , & aequatio Cyr- 



*<i\j i$\r T :* r &; BP: 



BN—LN 



m 



13 N — LN, ergo 
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B'N=zB P-j-L N ; proinde hxc Curva eft re&ificabiJis, 
Si Scries continuetur, prodibunt ut prius aequationes in 
hoc orditie. 
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In hac Serie primarfunt Re&a & Parabola, undc pa* 
ret dimidiam hujus fimilker ac prions Seriei efle re£ti& 
menfurabilem : alia vero dimidia pars In re&is & arcu- 
bus Parabolicis exhiberi poteft. In his omnibus Vis cen- 
tripeta ad S eft reciproce uc poteftas diftantias cujus In^ 
dex 3^-2.0*, ac proinde Temper inter duplicatam & tripli- 
catam rationem diftantiae reciproce. 

5$ VI. i^quatio-Hyperbolae aequilatera ad centrum 

eft s : y 11 r 1 a , ex qui deducitur methodo direda. Se- 
ries hujufmodi, 
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Exiiis Curva?, quarumlridicum denominators funt in 
ptrogfeflione — i f - 3, 7, ii,&c- exhiberi poflunt in re&is 
& arcubus Byperbolicis ; reliquse vero in redis & arcubus 
Curvae cujus a?quati o ad ax em SB f fi # fit abfciffa, y 
vero Ordinate ) eft xx-\-yy \ z z=za z ^ — <*y, quseque con- 
ftrjuitur (viA Fig III.,) bifecando angulum BSL & 

fumend» 
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fumendo SN mediam proportionalem inter SB & SL. 
Curvae quae ex Hyperbola methodo inverfa conftrui 
pofiunt progrediuntur in hac Serie, 



Hyperbola i. f ' y 
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Ubi Curvae quarum Indicum denominators funt in pro- 
greffione I, 5, 9> *3t ^ exprimi poffunt in re&is & 
arcubus Hyperbolic* s ; reliquas vcro in redis & accubus 
Cutvx modo explicate. 

Si alias Curvae deftderentur qua! alias exhiberent Se- 
ncs, id facillime fieri poteft ope vel Circuli vel Redas 

quippe ex earum aliqua omnes, in quibus s : y : : a .• r, 

conftrui poflunt, fumendo, fi o- 
pe Circuli Problema fie folven- 
dum, 6 S R ad B S L uc x ad n, 




n — i 



&SNinipfaSR=<* " xSL" ; 
quippe Curvae per omnia pun« 

&a N du&a» sequatio eric s : 'y : : a : r . Similiter ope 

♦ * n it, 

Redfos conftrui pofiunt quarum aequatio eft s : j : : r : a . 

Duas exhibuimus Series infinicas Curvarum re&is 
commenfurabilium ; aliam arcubus circularibus, aliam 
Parabolicis, aliam Hyperbolicis una cum re&is meniu- 
rabiles demonftravimus : ex vero ad re&arum mentu- 
ram arte fola infinita reduci poffe videntur, ficut x- 
quatione (ola infinita in redis exprimunrur. 

Hac Cl. Author brevitati fiudem pucis -tradit, ilium m- 
tern fkmus rem po dignittie ejus Hlufkrtiurum /pe ramus. 
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